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ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ ÇÍÀ×ÅÍÈß

À. À. Ëîêøèí, Â. È. Òþëèí

(êàôåäðà ôèçè÷åñêîé õèìèè)

Ïðåäëîæåíà íîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î âíóòðåííåì âðàùåíèè
ìîëåêóë, â ðàìêàõ êîòîðîé óäàåòñÿ ïî èçâåñòíîé ðàçíîñòè äâóõ (èëè íåñêîëü-
êèõ) óðîâíåé ýíåðãèè âîññòàíîâèòü ýòè óðîâíè, à òàêæå óòî÷íèòü ïàðàìåòð
(èëè ïàðàìåòðû) ïîòåíöèàëà.

1. Ïðÿìàÿ çàäà÷à «âíóòðåííåãî âðàùåíèÿ» ñ ãàìèëüòî-
íèàíîì âèäà

ãäå,                         , à  F0 = h/8π2cIr , Ir  – ïðèâåäåí-

íûé ìîìåíò èíåðöèè, èññëåäóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííî-

ãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà â áàçèñå âîëíîâûõ
ôóíêöèé îáùåãî âðàùåíèÿ [1]. Îáðàòíàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ,
ïî ñóùåñòâó, ñ ïîìîùüþ òîãî æå àëãîðèòìà, ïðè ýòîì
âîçíèêàåò ðÿä ñïåöèôè÷åñêèõ òðóäíîñòåé, êîòîðûå, îäíà-
êî, âïîëíå ïðåîäîëèìû [2, 3].

2. Äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ
(íàïðèìåð, ñëó÷àé «ñèììåòðè÷íîãî æåñòêîãî âîë÷êà»,
F ≡ F0  è Vn = 1/2Vn(1�cosϕ)) îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ òàê íà-

çûâàåìîå «ñòàíäàðòíîå ðåøåíèå», êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â
ïðåîáðàçîâàíèè óïðîùåííîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

ïðè 2x = nϕ+π è y = ψ(ϕ) ê óðàâíåíèþ Ìàòüå

                 y″(x) + (b – Scos2x) y(x) = 0,

ãäå b = 4E/n2F è S = 4Vn/n
2F � ïàðàìåòðû òàáóëèðîâàííûõ

ôóíêöèé ∆bv,σ = f(s) [4–8]. Ïîèñê ðåøåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â
ðåàëèçàöèè ïðîöåññà: ∆Ev,σ → ∆bv,σ → S → Vn , ïîñëå ÷åãî
çàäà÷à ñ÷èòàåòñÿ ðåøåííîé.

3. Îäíàêî òàêîå ðåøåíèå îáëàäàåò ðÿäîì ñóùåñòâåííûõ
íåäîñòàòêîâ. Âî-ïåðâûõ, îíî ïðèáëèæåííîå, òàê êàê íå ñî-
äåðæèò ÷ëåíà V2n , ïðè÷åì èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà âû-
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÷èñëåíèÿ ïîïðàâîê (V2n /Vn ) õîòÿ è ðàçðàáîòàíà [10], íî
ñëîæíà è íå îòâå÷àåò ñîâðåìåííûì òðåáîâàíèÿì. Âî-âòî-
ðûõ, âåëè÷èíû Vn, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ñòàíäàðòíîãî
ðåøåíèÿ, îêàçûâàþòñÿ ðàçëè÷íûìè ïðè âû÷èñëåíèè èç
ðàçíûõ óðîâíåé è äëÿ ðàçíûõ èçîòîïîçàìåùåííûõ ìîëå-
êóë [9]. Â-òðåòüèõ, óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà [10] ñîäåðæèò ñè-
ñòåìàòè÷åñêóþ îøèáêó íà êàæäîì øàãå èòåðàöèè. Ñóùå-
ñòâåííûì íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ òàêæå  è òî, ÷òî äëÿ ýòîé
ïðîöåäóðû íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìè÷åñêèõ ðåøåíèé (ñì.
ïîäðîáíåå [9]).

4. Òèïè÷íûìè ïðîáëåìàìè ëþáîãî ñïîñîáà ðåøåíèÿ
îáðàòíûõ çàäà÷ âíóòðåííåãî âðàùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òðóäíî-
ñòè âû÷èñëåíèÿ êèíåìàòè÷åñêèõ ôàêòîðîâ, ïðîáëåìà «îò-
íåñåíèÿ», ò.å. ñîïîñòàâëåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ âåëè÷èí
è ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðîâ òåîðåòè÷åñêîé êðèâîé,
âûáîð íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà è äð. Ïî-
äîáíûå ïðîáëåìû îñîáåííî àêòóàëüíû äëÿ ïîòåíöèàëîâ
ñëîæíîé ôîðìû è äâóìåðíûõ çàäà÷. Îáùèì ïðèåìîì
äëÿ óëó÷øåíèÿ ýòîé ñèòóàöèè ÿâëÿþòñÿ ëþáûå ïîïûòêè
óïðîùåíèÿ ñóùåñòâóþùèõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ, íàïðèìåð
ïåðåôîðìóëèðîâêà, ïîèñê íîâûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ðåøå-
íèé, íîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ò.ä.

Ïîñëåäíåé èç ýòèõ âîçìîæíîñòåé è ïîñâÿùåíà íàñòîÿ-
ùàÿ çàìåòêà.

5. Â äàííîé çàìåòêå ìû äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ
èññëåäîâàíèåì ýôôåêòèâíîãî îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà, èìåþùåãî âèä

Íàø ìåòîä ïðèëîæèì òàêæå ê äâóõïàðàìåòðè÷åñêîìó
ñëó÷àþ

Çäåñü V0(x), V(x), W(x) – íåêîòîðûå 2π-ïåðèîäè÷åñêèå
ôóíêöèè,  a è b – ìàëûå âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû. Ïðî-
ñòðàíñòâî ôóíêöèé, â êîòîðîì äåéñòâóåò îïåðàòîð H, –
ýòî L2 [0, 2π], ò.å. ïðîñòðàíñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ êâàäðà-
òè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé. Íîðìó â ýòîì ïðîñòðàí-
ñòâå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ||⋅||, à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå � ÷åðåç <.,.>.

6. Ïðîáëåìà, ñ êîòîðîé ñòàëêèâàåòñÿ èññëåäîâàòåëü,
ïûòàþùèéñÿ îïðåäåëèòü óðîâíè ýíåðãèè âíóòðåííåãî
âðàùåíèÿ èç (1) èëè (1′), çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïàðàìåò-
ðû  a è b èçâåñòíû ñî çíà÷èòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ. Îñ-
òàíîâèìñÿ äëÿ îïðåäåëåííîñòè íà îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì
ñëó÷àå (1). Èç äèôôåðåíöèàëüíîé òåîðåìû Ãåëüìàíà�
Ôåéíìàíà, î÷åâèäíî, èìååì

                 dE = < ψ, Vψ > da,

ψ=ψ
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ò.å. ïîãðåøíîñòü, ñ êîòîðîé â ïðèíöèïå âîçìîæíî îïðåäå-
ëèòü óðîâåíü E(a), ïðîïîðöèîíàëüíà ïîãðåøíîñòè da, ñ
êîòîðîé èçâåñòåí ïàðàìåòð a.

7. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ñïåêòðî-
ñêîïè÷åñêèõ íàáëþäåíèé, êàê ïðàâèëî, ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ
òî÷íîñòè  ìîæíî óçíàòü òîëüêî δ � ðàçíîñòü äâóõ óðîâíåé
ýíåðãèè çàäà÷è (1). Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü âåëè÷èíó
δ èçâåñòíîé òî÷íî. Òîãäà âìåñòî îäíîãî óðàâíåíèÿ (1) áó-
äåì èìåòü ïàðó óðàâíåíèé âèäà

H(a)ψ = Eψ,  H(a)η = (E – δ)η ,                          (2)

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

ãäå îáîçíà÷åíî

Ñèñòåìà (2′) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîâóþ ôîðìóëèðîâêó
îáîáùåííîé çàäà÷è íà «ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ», â êîòîðîé
â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ «ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé» ñëåäóåò
ðàññìàòðèâàòü ïàðó E è a. Ôóíêöèè ψ è η òàêæå ïîäëåæàò
îïðåäåëåíèþ.

8. Âûðàçèì ïàðàìåòð a ÷åðåç ñîáñòâåííûå ôóíêöèè  ψ
è η. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå (2′) ñêàëÿðíî
íà ψ, à âòîðîå � ñêàëÿðíî íà η è âû÷òåì ïîëó÷èâøèåñÿ
ðàâåíñòâà äðóã èç äðóãà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

 èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

Çàìå÷àíèå 1. Ìîæíî áûëî áû äåéñòâîâàòü è èíà÷å, à
èìåííî, óìíîæèòü ïåðâîå óðàâíåíèå (2′) ñêàëÿðíî íà η è
âîñïîëüçîâàòüñÿ îðòîãîíàëüíîñòüþ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
ψ è η. Â ðåçóëüòàòå âìåñòî (4) ìû ïîëó÷èëè áû ñîîòíîøå-
íèå, â êîòîðîå âåëè÷èíà δ ÿâíî íå âõîäèò:

Ìû, îäíàêî, áóäåì ðàçâèâàòü íàøè ðàññóæäåíèÿ, îïè-
ðàÿñü íà ñîîòíîøåíèå (4).

Çàìå÷àíèå 2. Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè (4′) è (5), ïî-
ëó÷èì ñëåäóþùåå ëþáîïûòíîå òîæäåñòâî:

(5)
>ηψ<
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9.  Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ó îïåðàòîðà H0 èìåþòñÿ äâà
èçîëèðîâàííûõ íåâûðîæäåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ E0

è  e0. Ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ0 = ψ0(x) è η0 = η0(x). Òîãäà
ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïî ìîäóëþ âåùåñòâåííûõ çíà-
÷åíèÿõ a ó îïåðàòîðà H(a) ñóùåñòâóþò èçîëèðîâàííûå
íåâûðîæäåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

           E(a) = E0 + O(a)  è  e(a) = e0 + O(a),

êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè ψ = ψ(x, a) è η = η(õ, a).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî

             <Vψ0, ψ0> – <Vη0, η0> = c ≠ 0.               (6)

Òîãäà èç äèôôåðåíöèàëüíîé òåîðåìû Ãåëüìàíà�Ôåéí-
ìàíà è ñîîáðàæåíèé íåïðåðûâíîñòè ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ ïî ìîäóëþ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèé a, î÷åâèäíî,
áóäåì èìåòü

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî δ, äîñòàòî÷íî ìàëî îòëè÷à-
þùåãîñÿ îò ðàçíîñòè  E0– e0, íàéäåòñÿ òàêîå a* = a*(δ),
÷òî

                E(a*) – e(a*) = δ.                          (8)

10. Âûáåðåì òåïåðü âåùåñòâåííûå λ è µ òàêèå, ÷òî

ãäå ÷åðåç σ(H0) îáîçíà÷åí ñïåêòð îïåðàòîðà H0. Äàëåå îï-
ðåäåëèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íîðìèðîâàííûõ ôóíêöèé
{ ψn} è {ηn}  ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé

    ~ψn = ψn–1 – (H0 – λ)–1(H0 + an-1V – En–1)ψn–1,

    ~ηn = ηn–1 – (H0 – µ)–1(H0 + an–1V – en–1) ηn–1,

ãäå

Çàìå÷àíèå. Â ñîîòíîøåíèÿõ (10) è (11) ψ0 è η0 � ñîá-
ñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà H0, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèÿì  E0 è e0. Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü îñ-
íîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû.

 Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå (6). Òîãäà
äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî δ òàêîãî, ÷òî âåëè÷èíà E0 –
e0 – δ äîñòàòî÷íî ìàëà, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { an} ñõîäèò-
ñÿ ê a* = a*(δ), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { En}  è {en} – ñîîò-
âåòñòâåííî ê E(a*) è  e(a*) , òàê ÷òî

Ïðè ýòîì íîðìèðîâàííûå ôóíêöèè { ψn} è { ηn}    ñèëü-
íî ñõîäÿòñÿ ê ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì  ψ(x, a*) è ψ(x, a*)
îïåðàòîðà H(a*) . Âñå ñõîäèìîñòè ïðîèñõîäÿò ñî ñêîðîñ-
òüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåî-
ðåìû ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ïî ñõåìå, ïðåäëîæåííîé â
[12] (ñì. òàêæå [11, 13, 14] ).

Äâóõïàðàìåòðè÷åñêèé ñëó÷àé ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Ñõîäíûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü
ïðåäëîæåí òàêæå â ñëó÷àå, êîãäà ïîòåíöèàë V ÿâíî çàâè-
ñèò îò ψ (ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå òèïà ñàìîñîãëàñî-
âàííîãî ïîëÿ [13]). Îòìåòèì, íàêîíåö, ÷òî ñóùåñòâóåò ìå-
òîä, ïîçâîëÿþùèé ñòðîèòü õîðîøèå íà÷àëüíûå ïðèáëèæå-
íèÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (2) [15].

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãðàíòà ÐÔÔÈ 96-15-97469
äëÿ «Âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë».
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